Doble Grado en Ing. Informéatica y Matematicas

Examen de Analisis Matematico | — febrero 2014

Soluciones

Ejercicio 1. Sea( £, d) un espacio métrico. Prueba que las siguientes afirmacionesgiivalentes:
a) (E, d) es completo.

b) Para toda sucesidF,} de subconjuntos cerrados no vaciosHi¢ales queF,+; € F, para

todon e N y {diam(F,,)} — 0, se verifica qug | F, # @.
neN
Solucién.a) = b). Se& F,,} en las condiciones de b). Como para caddN esF,, # @, seax, € F,.
Si p > g =n se tiene que,, x, € F, C F, por lo que dx,, x,) < diam(F,). Como{diam(F,)} — 0,
se sigue que la sucesidn, } es de Cauchy. Por la hipétesis hecha, se tienggyle— x en(E, d).
Fijadog e N se tiene quéqur,,}neN — X porque es una parcial de,}. Ademas, para todec N es
Xq+n€ Fyin S Fyy, cOMOF, es cerrado, debe sek F,. Luegox € [ |F.
neN

b) = a). Sedx,} una sucesion de Cauchy €H, d). Para cada € N definamosd,,={x; : k = n}
y F, = A,. Como la sucesion es de Cauchy, se tiene que(dign= diam(4,) — 0. Por la hipétesis
hecha se tiene que hay algure ﬂFn. Tenemos que@;,, x) < diam(F,) — 0, luego{x,} — x. ©

neN

Ejercicio 2. Estudia si el campo escalar definido por:

ser(x?) —ser(y?)
xZ +y2

S(x,y)=xy . f(0,00=0

es de clas€! enR?2. CalculaD, £(0,0) y D,y £(0,0) e indica si es de clagg? enR2.
Solucion.En virtud de la regla de la cadena, para togoy) € R? \ {(0,0)} tenemos que:

(v(sen(x?) —sen(y?)) 4+ 2x?y cogx?))(x* + y?) — 2x? y(senx?) — sen(y?))
(xz + y2)2

Dy f(x,y)=

Como f'(x,0) = £(0, y) =0 se sigue qud; 1(0,0) = D, £(0,0) =0. Como el conjunt®? \ {(0,0)}
es abierto, teniendo en cuenta el teorema de localizacidaamntinuidad, se sigue que la aplicacion
D, f :R? — R es continua ei®? \ {(0,0)}. Tenemos que:

Iy (|senx?)| + [ser(p?)]) + x| 2 |xy|)(x% + »2) + |x| 2 |xp]| (|serx?)| + |sen(y?)
1D, 7l < 10 [+] ) (xzﬂz)z (| |+ D

_(DIG2+ ) + X 62+ y2) 2 + p2) + x| (% 4 92)°
= (x2 + p2)2

=2[x|+ |yl <2 »)lh

Donde hemos utilizado las conocidas desigualdades| < x2 + y? y |ser(?)| < |¢|. Deducimos de
la desigualdad anterior qlﬂe )im( ) D1 f(x,y) = 0. Hemos probado asi qu#, f(x, y) es continua
x,y)—(0,0
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enR2. Como f(x,y) = —f(y,x) se verifica queD, f(x, y) = —D; f(y,x), por lo que también
D5 f(x, y) es continua elR?. Por tantof es de clas&! enR?2.

Es claro que tantd; f como D, f tienen derivadas parciales continuas de todos 6rdenes en
R2\ {(0,0)}. Estudiemos la continuidad d&;, / en (0, 0). Tenemos que:

DZ(le)(O,O) — tll,n'(]) Dy f(0,1) ; Dy f(0,0) _ tll'n?) —S?;'(tz) _
Di(D2/)0.0) = lim L2 CD = LS QD) _ i Z2LTOD)

Como estas derivadas parciales no coinciden se sigue, peoreima de Schwarz, que,, / (que
coincide conD,; f enRR? \ {(0,0)}) no puede ser continua €f, 0). Luego /' no es de clas€? en
R2. ©

Ejercicio 3. Clasifica los puntos criticos del campo escalar
S =x=y + 2y +y+1

y calcula sus extremos absolutos en la bola eucl&iea{(x, y) eR? : x? + y* < 2}.

Solucién.Los puntos criticos son las soluciones del sistema de emexi

Dif(x,y) = 3x>+2xy=xBx+2y)=0 Q)
Dyf(x,y) = =3p24+x*4+1=0 (2)

La ecuacion®) implicaquex =0 03x 42y =0. Six =0 deducimos pord) quey = i%. Obtenemos

H 1
asf los puntos: (0, ﬁ)
Six #0 debe seBx +2y =0, esto esy = —3x/2. Sustituyendo er2j obtenemos-23x2 +4 =0,
— 42 1 2 =3
de dondex = £~ Obtenemos asi los puntﬁf(m, JE)
Hemos obtenido cuatro puntos criticos. Todos ellos estéel enterior de B: Para clasificarlos
calcularemos la matriz hesiana. Tenemos que

H(x,y)zz( 3x+y x )

X —3y
Por tanto:

2 -3, 2

VEERVEANL V23 V230 V232 9
Deducimos qué0. =) es un punto de silla, y com (0. =) = —H (0. =), se sigue qué0. —%) es

H(0,

i 2 -3 ini i i 2 3\ (=2 3
otro punto de silla. Eiﬁﬁ, «/_Ts) hay un minimo relativo estricto, y com(ﬁ, JT?)_ H( erk «/E)
se sigue que eﬁ%, J%) hay un méximo relativo estricto.

Puesto queB = {(x, MNeR? :x2 + 2 < 2} es un compacto, la existencia de extremos absolutos
de f en B es consecuencia del teorema de Weierstrass de valores agaximinimos para funciones

continuas en un compacto. Dichos extremos o bien se alcamzalrinterior deB, en cuyo caso deben
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ser los puntos crltlcoﬁ( o0 bien se alcanzan en la fronteraBeue es la variedad dada por

V23’ f)
x2 + y2 —2 =0, en cuyo caso deben ser puntos criticos de la funcién de hggra

F(x,y,k)=x3—y3+x2y+y+1+A(x2+y2—2)

Calculemos los puntos criticos de la funcion de Lagrange.

DiF(x,y,A) = 3x>4+2xy+2Ax=xBx+2y+21) =0 (3)
D F(x,y,,0) = —3p*+x>+142Ay=0 (4)
D3iF(x,y,,0) = x*+y>—-2=0 (5)

La ecuacion§) implica quex = 0 0 3x 4+ 2y 4+ 24 = 0. Six = 0 la ecuacion) nos day = ++/2
(podemos calcular po#) el correspondiente valor depero eso no interesa). Obtenemos asi los puntos
+(0,+/2). Six # 0 debe seBx + 2y + 21 = 0, esto esjp = —l(3x + 2y). La ecuacion4) implica
quey # 0. Despejanda. en dicha ecuacién obtenembs= - (3y —x2 - 1). Igualando los valores
obtenidos para resulta:

Q) -1
—Bx+2y)y=3p?—x?—1= 52 —x*—1="3xy=5y*+12 - 3=-3xy=x=—2y>—1)
y

Sustituyendo este valor deen 6) resulta:

1
F(2y2—1)2+y2—2:0=>5y4—6y2+1=o=> , 1

. . -1
Sustituyendo los valores obtenidos pamenx=—(2y%—1) resultan los puntok(1, —1) y ﬂ:(% ﬁ)

Para cada uno de ellos puede calcularse el valor corregraadie. pero eso no interesa. Ya solamente
gqueda evaluay’ en estos cuatro puntos y en los dos puntos crltﬂe()s— ) Haciéndolo (mejor

con un programa de calculo simbdlico) se comprueba que ehrroaabsoluto se alcanza ‘éﬁ’ ﬁ)
y esigual al + 8/+/5y el minimo absoluto se alcanzaelﬁ%, %) y esigual al —8/+/5. ©

Ejercicio 4. Justifica que existen dos campos escalargsv de clase€> definidos en un entorno
abiertoU del punto(1, 0) verificando que:(1,0) = 0, v(1,0) = 1 y paratoddx, y)eU:

xPu(x,p) +2pv(x,p) +xy = 0 (6)

yux, )+ 3u(x, pox, y) + o, p)x* =1 = 0 (7)

Sea(s,t) — f(s,t) un campo escalar de clag definido en un entorno abierto de, 1) y defi-
2

namosh(x, y) = f(u(x, y),v(x, y)). Calcula o°h (1 0) sabiendo queD, f(0,1) = D, f(0,1) =

D12 f(0,1) = Das (0, 1) = 1.

Solucion. Pongamos=(x, y,u,v) = (x2u + 2yv + xy, yu? + 3uv + vx? — 1). F es una funcion
vectorial de clas€> enR*. Tenemos qué&(1,0,0, 1) = (0, 0). La matriz formada por las dos Ultimas
columnas de la matriz jacobiana BHes

x?2 2y
2uy +3v  3u + x?
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Sustituyendo en esta mat(iz, y,u,v) = (1,0, 0, 1) obtenemos la matriz:

cuyo determinante es distinto de cero. En estas condic@tesrema de la funcién implicita asegurala
existencia de entornos abierfgsdel punto(1, 0) y V del punto(0, 1) y una funciérp=(u, v):U — V,
o(x,y) = (u(x, y),v(x, y)), de clasee verificandose que:

U xV)n {(x,y,u, v)e]R{4 F(x, y,u,v) = (0,0)} ={(x, y,u(x,y),v(x,p)): (x,y)eU}

Es decir para todéx, y) € U se verifican las igualdade8)(y (7).
Derivando, por la regla de la cadena, la funcién compugstay) = f'(u(x, y), v(x, y) obtenemos:

oh 8f ou L 8f ov
ax  oudx | v dx

0 a
donde las derivadas parciageusy 8_v se evallan en un punta, y) € U y las derivadas parcialeaé
X X u
af

y 3 se evallan elu(x, y), v(x, y)). Volviendo a derivar la igualdad anterior respecto a laaldd
v
segunda resulta:

Ph_ (P RS0 0 B (RS R 0
oxdy  \du2dy  oudvdy/) dx = Ou dxdy dudvdy  dvZ dy ) ox = dv dxdy

Donde las derivadas parciales de las funcianga se evalGan en un punfa, y) € U y las derivadas
parciales def se evallan etu(x, y), v(x, y)). Haciendo en la Gltima igualddd, y) = (1, 0) en cuyo

casou(1,0) =0, v(1,0) = 1 obtenemos, usando notacién de subindices para las derparaales de
hydef:

2

mwum=(mmm1>(1m+mnm1)(H®9QLm+mfmna”

1,00+

(mnmn (1.0) + D22 /(0.1 2 am)—am+0mmna (1.0)

Ahora debemos calcular las derivadas parciales ge que necesitamos para evaluar esta expresion.
Derivando las igualdade8)(y (7) respecto & se tiene:

, 0u v
2xXu+x"—+2y—+y = 0
ax ax
PR A G L MU W LI NP L 0
— —VU u— XV X — =
yax ax ax ax
Derivando respecto g obtenemos:
0 0
xz—u+2v+2y—v+x = 0
dy dy
du du v , 0V
2y — 3— 3u— = 0
u—i—yay—i-av—i- 8y+ 8y
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Sustituyendo en estas ecuaciofresy, u, v) = (1,0, 0, 1) se obtiene facilmente:
ou dv du v
—(1,0)=0, —(1,0)=-2, —(1,0)=-3, —(1,0)=9
(L0 0 ay( ) 8y( )

Derivando las dos (ltimas ecuaciones respectdenemos:

PO R LB L i AP
ay axay ox axay
2ua—u+2y Pu +3 u v+38_u8_v+38_u8_v+3u P +2xa—v + x? v _ 0
ox axay axay dy 0x dx dy axay ay axay

Sustituyendo en estas ecuaciofresy, u, v) = (1,0, 0, 1) se obtiene facilmente:

0%u (1.0)= 9 0%v
axay 7 dxdy

(1,0) = —63

Con estos datos resulta:

D12h(1,0) =9D; f(0,1) + (= 3D12.£(0,1) + 9D2, f(0,1))(—=2) — 63D> (0, 1) = —66.
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